GEMATA ESETAYEQN ITPAMATIKHEY ANAAYZHE

ZEIITEMBPIOEX 2003

8ipa 1 A) Atundote 1wobUvapsug XapaKPopols eV cupnayoy vnosuvéiav ou R . B) Ioa and
w  enopeva  ouvoka  sival  ocupnayd; i) {(x,y) € IR? Ixi <1y, i) {xelR® ||x” <3},

iii) {x € fIR" :1 E"xﬂ <2},v) 2> Zow IR? iv) éva nenepaopéve vnoaivoro tou IRY, v) {x e IR" ||r|| =13,

vi} 1 nepipetpos ou povabiaiou EIpaymvou OTo IR, iiv] o1 proi oro [0,1], iiiv) éva kheiotd vnoolvoro
wou [0,1].

1 1
©&pa 2°: A) Alverar i) akodouBia y, = (ﬁ; A1+=)7, —27}, n=1,ow IR®. Eivatn ¥, ouyriivouoa ka1 av
n

val Toto Eivat o opo mg; B) Eowe (x,) < IR dote |th+: -x,

1 :

< s N 2 1. Anobeife on ) (x, ) eivan
n

ouyHAivouoa.

Bipa 3% A) Av ) ouvapmon [ (X, d) = (Y, p) sivar ouvexng xar o (X, d) elvar oupnayng xopos, Beife
dun f eiver opowdpoppa guvexns xat gpaypévn. B) Eow (X, d)perpucos xopog xat ¢ = 4 < X, Acife
éu i ouvapmon f(x)=d(x, A), x € X eivar opowipoppa ouvexns.

@ipa 4°: Eoww (x,)eival ma ouykiivovoa axodouBia grov [R™pe x, = x xai éowe 4, {x,,x_,...}.

Azige on {x} = ﬂﬁn.Eivm 1 npdracr] autr] aAnBrg 08 TUXGVIO PETPKS Xbpo;
=l

©épa 59 A) ExéyEre og npog v woouvexea v axorovdia ouvapriosav [, (x) =x", x €[0,1]. Exein
. auyihiveusa unaxohouBia otov xapo cf0,1] ©¢ npog v supremum - vopua ; B] Elven 1o ouvoho

{f e c[0,1] ||f|| < 1} gupnayés;

8ipa 6°: Eowwo (X,d) oupnayng xapog xatr f 1 X = X ouvapmon pe d{f{x), F(3) <d{x, ¥} ,x =y
Anofeife om ) £ elvan ouvexdis kot éxel akpiPag éva oraBepd onueio.
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©fpa 12 i) Eow X Suakprwds px. v Y px Seifie onn f: X = ¥ eivan ouvexsis. ii) Eoww n R pe my
ouvriBn andotaon. Av o X sivan px: kade [ X — R va eivar ouvexng Seifee 4n o X cival Baxpiog pLx.
iii) Eota X oupnayfg p.x. kar J 1 X—"—7Y guvexs, el ka1 apguuovoorpaven anewovion. Anobeife
om: a)n f eivan kheow) anewxévion xal B) Ba sival opowopopopdg -

8ipa 2¢: i) Eotw X p.x. Ynobéroupe on ev X kdBe owoytveia (F: }lEI rAewotov guvohov: M F =0 éxe pla
TIEMEQOOUEVT] E?nc owoyévela g oroiag n topn eivar @ . Aeifte 6m o pLx. X eivar ocupnayns. i) Iowa ané ta
oUvolia [D,ll(ﬂ,ll{l,2,3,4},z : Qn[ﬂ,llg ﬁ(ﬂ,«fi ] etvar oupnayn ev R pe wv ouviBn anootaon); (MAnpog

Swawhoynuévn anavinon). iii) Av o X eivar Suakpuog p.x. beifte ém Sev nepiéxel ancipa ynoouvoia 1a
oroia va eival gupnayn iv) Av ¥, Y, eivan umooivoda tou pax, X &ton @ote o 1) va eivar kheiotd kan 1o ¥,

va eival gupnayés Beife om w ¥, MY, sivan ovpnayés. v) Acife dn kaBe axodoudia Cauchy{crn}, o' éva
perkd xopo X, gival ohixa ppaypév.

©ipa 3 Eow ocav X, ¥ px xa f,g: XY ouvexeig, AeiSte om i) To eivedro
C,={xeX: f(x)=glx)} evar wherord ev X xan av ¥ =R 1ot xan 10 {reX: f(x)<g(x)} v
KA£1ow6. i) Av 10 oUvodo A eival maviol ev X Seife omav a e A f ({2‘) = g(a} wie f = g. iii) Na beifere
on o Baypappa wmg f, Gr(f)={(x, f [x]) xe X } eival whewotd. loxdet to aviiotpogo; iv) To Gaypappa
mg [, eivan opodpopgo pe tov pux. X.

Ofpa 4°: i) Av o px (X,d} Eivar mAnpng W eival emiong  nmAfpng ya v andotaon
e(x,)=min{ld(x,)}; i) Eow oav po Vo amoordosg enmi v X P(x.w)<xe(x,y),

o(x,w) <lplx,p) x,1> 0. deifee onavo (X, p) elva mwong <> o (X, p) eivar midpng. iii) Asige 6n o
anootacelg d,e eivar wobivapecd ~ e.

@tpa 5°: i) Eoww N roubeva mukvéd (apaid) ovvoro otov j.x. X. Acife m N elvar cvvoho muxvé otov X.
ii} Aatunaote 1o Gedpnpa Baire xan Heifie (xpnoponowoviag o) éti aj n R Bev eivar apdprionuo otvolo B)
w (J eivan ouvodo mpotng xamyopiag iii) Aaunaote o Sedipnpa Stone yia Mpaypatikes Kat Hyadikeg

cuvaptroels kal efnyrjote Aermopepds yiarl anotehel yevikevon tov khaokol (Mpooeyyiomkoy) Beophpates
Weierstrass.
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©tpa 1% i) Eva AcC X, X p.x sival avoixtd <= av naplotavelal G £veor avouaoy apaipioy. ii) Kabe
NenepacuEve ouvole o' gva WX, eival xKAsoTo.

Gepa 20 Av (x, p} px. pe mwy hiemra: xabe apbBufope F S X sival khawoto, 101 11 £ sivan
woblivaun mg haxpims petpudis 2, (2~ 2, )-

Qipa 3= i} Av X pnx. ka1t ABC X pe Ac B{;E va anobexBel tdte 4T yia 0 uxdY X € X 1oXUEL
d{x, A}= a’{x, B}= ﬂ’[x, E] i) Av X px. xe X, r>0, va efetacdei tdee now oxéon ueicwarar peragu

WY ;UvaAoY ;’l—x,ri (xhmonr BNk mg avolTg opaipag &{x, r)} Kai I‘(x,r] (kheron) ogaipa). Na BoBei
napadaypa QOte r) 9X£0T) QU va Eival yvrioa,

0

@ipa 4°; Av @, be R pe a < b, va eferaoBei 101 av tival Suvarm n napactacn [a:,b]= UA,, pe A, =0
noN

YnelN.

BGtpa 5 A] Av {x, p]),(x, ,ﬂz} H.x. anobeife 10w MAflpag ot ta axdhouBa eivan woblvapa: i) o

woblvaun mg 2, (p, ~ pz) ii] n ouToTkn answovion | :{x,p;} —b(x, p2> eival opowopopgiopog. iii) ¥
(Xa)oens X, €X, XX wxver x,—2x, @ x,—25x,. B) Av X=r,(01]), p,p : XxX =R

nx. plf.g)= hf{r)- gltfar e p,(f,g)=max{s(r)-glr):r €[0.1]} va eEera0Bei w6te av o1 p xar g

elval peTpiKEs ®al av vai, eivan woluvapeg;

®épa 67 i} Anobeifie on 1o CO (appmioy) Bev sivan F - odvoko oo pax (R,pp} . ii) Na eferacBel av
unapxer £ R — R ouvextig oo O xan aguvexng oo C0.

@ipa 7% A) Eow (x,0) ovpnayig px. xat fix—x pe p(f(x), f{w) < olx.w) va éha x=p.
Anobeife on 1) i ouvdpmon X3 x — p[ b (x}x] er, {Rj pa} eival ouvexng. ii) Ynapxer x, € X oot va
wxoer: o f(x, ) x, ) =inf{p(f(x),x}:x e X}. iii) Iv auté 0 x, wxver [f{x,)=x, xa eivar povabuod pe
autr] v 1Swmra. B) Na SoBei napdfiewypa evég kKheiotov xal Qpaypévou guvaiou evog W.X. Tiou Bev sivan
oUITaYES,

®tpa 8 i) Aivovtar (X, 0) oupnayhg px., 1.7, €r(X) pe {f, :ne N} ooovvexig xar f, —*% f
(katd onpeio oiykhion). Na anebewxBel nminpws om [, —— [ (opowpepern ouykhon). i) loxder 1o
oupnépagua tou (i) av o px. (X, p) Bev eivar oupnayis;

Otpa 9°: i) Av X R", ne N cival xhsio16 xa1 gpaypévo ka1 A C rR(X] eivanl ddyePpa mou ﬁmxmp{ﬁm

ta onueia o X kai nepitxa pia f) pe _,ﬁ(x]= I, ¥xe X, va anobeixBei tote on A= T (X) ii) Na

Suarunwlel 1o Gewpnpa Stone - Weierstrass yio npaypauxés cuvapmoang xal efnyeiote Aemmopepis yatl
anotekel yevikevon tou xhaooxol (Mpooeyyiotikoy) Beapriiatog Weierstrass.

Bipa 10°: Na sferaabei av eival woouvexne n { foine N} cr. ([G,ID Bx f, [x] <
X+

(-ne)y
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Oipa 1=: A) Asifre 4m xkdfe mMinpns vnoxepog evos p.X. eivan Kiewws. B) Eowo X px xat ¥ nuxvog
vnoxwpog ou X . Eferdote kata ndcov 1oxiel kabivag ano 1ovg napaxdaie wxupopovs: i) Av o b sivan
Qpaypéves T0tE Kal 0 X elvan ppaypévog. i) Av o ¥ sivan Siaxopicipog tote km o X eivar haxwpinpos.
iii) Av o ¥ eivar mAnpng tote kot o X eivanl mpng.

©éipa 2 A) Eoto X xan ¥ poe. xay f: X =5 V. Anobeifie mhnpug éuin f eival guvexrig < yia xaBe

fo¥ waowto f7(F) eival kit oo X Bj Tlowo anéd toug unidxepous ou R : [ﬂ.l), (—1,]} ka1 &,
zivol opolopoppked; (MANENs anoidynon).

@tpa 3= A) Anobeifte on xaBe oupnayrc p.x. eival Guaxwpiopog. B) Av o, xav o, eival wobivapeg
HEIPIKES o Eva oUvoko X, GOE o {X, p,] va elven oupnaync (avriotoxa cAikd gpaypevos) Lx., slval ot
Kol o [x, pz] ocuunayne (aviioiowa oAuda @paypevog) p.x. |

©ipa 4° A) Anobeifie on xdBe Paowr| axolouBia o' éva pepIKé XOpo £xEl To NEAD Eva onucsio

ouootpeuons. B) Eoww X,W¥ px xar f:X =Y opowpoppa ouvexng km emi. Av o X eivar odka
ppaypeves o ka1 0 't elvan odkd ppaypévos.

©fpa 5% A) Awtunooe o Beopnpa Cantor mou xapaxmpilsl 1oug mAfpels p.x. Me m Pori@eia auton
anobeifte on1 av 2 eivar perpikr| orov R wobivapn pe myv ouvhen oote o (R, p) va eival nminpng, TotE
unapxetr r > 0 Gow Eﬂ:x,m]) >r yviaxaBe x € R (driou 5([::,00]} n Siaperpog Tou [x, o) wg npog 2.

B} Eoww X px B(X) ={f:X = R, f gpaypivn} xar p(f, g) = sup!f[x)— g(:-:] xeX wa kabe
f,& € B(X). Anobeitee miipog éu o C(X) ={f € B(X): f cuvexnjs) eivar xheroes oto B(X).

©fpa 6°: A) Eotw X px. f,: X = R, n=12,... woouvexnc axorouBin aquvapticemv kar D¢ X rusvd
doe ywa xabe x e D n (j;(x}]ﬁﬁ ouyrdiver. Anodeifte 6u n ( f")" o OUYKAivEL xatd onpeio. B) Eow

1

4;0:[{],1]—} R ovvextis kot 1-1 xan f:[ﬂ,l]—} f o= Iﬂ?" (xlf{x}ir:ﬂ yia xafe r=0]1,... Na Geifee on
0

F=0.
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8épa 1% Eow {X,ps} Swaxpiiog pax. km A ¢ X . A) Eferace nowe 10 A eivar mukvo apaid 1) npomg
rauyopiag oro X Kai nowE o WX (X, pﬁ) gival Saxwpioipog mAfpng 1 cupnayng (MANens amoidoynor).

B) Av p sival perpr) otov X anobeifte om g ~ o, <> kafe am@pnoyio unootvoko tou X eival KAEGTH
ow X.

S&pa 2°: A) Av (xn) gival axoiouBia o’ éva p.x. X km x € X Gote xafe vrnakoiouBia (me me (xﬂ] ExEL
unaxkcioudia [xg“) Re X; —>x anofeifie ém x, = x. B) Eow X px. ¥ ovpnayhs px. xal
fi1X =Y. Anobeifte bun [ eivar ovvexns <> 1o ypapnpa G, Alx, f(x)):x e X} mg [ eivar xAerows
ow X % .

8ipa 3°: A} Anoleifre 611 ®KABe oupnayhg P.x. sival oikd @paypévog kal on xafe chxda gpayuévos PL.X.
eivar Siaxwpiopog. B) Adote napabeivpata mou va Seixvouy 6t 1a avriopopa oto (A) Sev 1oxdouy.

@épa 4°: A) Eoww X (un xevég) mifpns px. xat Ac¢ X oore o A xai o X—A eival nuxva oto X.
Anobeifie on Touddxiatov Eva and a A ka1 X -A Bev eivar F, oo X. B} Xpnowonowviag o (A)

ancbeife 4t 0 oUvoko v appritav amBuov Sev eivan F, ow R. T) Eivar n ap@phiomn topr £,

ouvbhav, F ouvoio;

©ipa 5°: Peopolps 1oV WX C(ID,]D pe myv perpuey o f, g)=supﬁ fx)- g(x} :xe[ﬂ,l]} Kal £0Te
B={fec(0l]):|/(x] <1 va xa8e .'Jt.'E[EI,,l]}+ A) Aoowe napdfeiypa arxohouBing (fn) gio B 1 omoia

guykdiver xatd onuesio o pndevua) ouvapmon, oot Kade vnakohouSia { fin) mg ( fn} va pnv ouykhiver
ouowpoppa omy prnbeveka] ouvaptnorn. B) Xpnoponowdviag o napafewypa tov (A) beife 11 w unoouvoio
B toupx. C ﬁﬂ,l]} Bev sivar ouunayés. I) Ty cupnépaopa npoxdrmel and o napabeypa wou (A) o axtor
pe 1o Bedpnpa tov Dini (mAnpng aitoAdynon).

@tpa 6° A) Eowe X ocupnavis px. f,:X—= R, n=12,.. woouvexris axochouBia cuvapujoeav kat
f:X =R ooee f, = f xara onpeio. Anobeifte mifjpag du f, — f opowpoppa. B) Av f,g:[ﬂ,l]—l-R

| 1
eivail ouvexeic ouvaptrjosig dote j x" f(x)dx = I x"g(x)dx yia xae n= 0,2,4,... Anobeifrz 61 f=g.
[\ o
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@tpa 1% A) Eow XY p.x. xav f: X = ¥ opoopopgpronog. Anobeifte mifpag on [ {E} = f(A) yna xaee
Ac X .B) Eow (X,p) px. xat 4,8 C X pn xeva. Anobeite ot i) d(4, B) = d(4,B). i) Av ta A xat B
eival ouprayr, e unapxouwy x € 4 ka1 y € Boowe d(4,B) = p(x,y).

@ipa 2% Bow X px xa f: X — Rouvexic ouvapmon. A} Anobeifre én w0 ypapnupa mg f eivan
KAeiotd vrooUvolo tou X R. B) YrnoBéwoups én yia kdBe Ac X avoowd un xevd n 7fA Sev eival
araBepr) cuvaptnon. Anobeife oni: i) f{x) < f(x) i) av o X =iva1 devtepng kamyopiag, 1t 10 S(x) eivar
vnepapBuiope itl) av o X eival cupnayng, wie o f(x) eival thzio olvvodo.

©épa 3°: Na opioBolv o1 £VVOIEG TOU MAL)POUS, TOU CUIIAYoUS, ToU Hoxepopol Kai 10U DAKG @paypevoy
yerpcon xopou, Tlowa oxéon undpxel petafy rATpous P.X. Kat ka8e 1hag and Tg UnoAoINeS IPElG EVVOIES;
(avunapabeiypara pe ninpn amoidynon 1 anobeifeg).

©ipa 4°: A) AnoSeifee on: i) k4B axcioutaxd cupnayng pLX. eival oMxa Ppaypevos. i} ¢ ywopevo o
axoAouBlaxd ocupnaydv px. eival axoiovBiaxd oupnayhg px. B) Av Y,,n=12,., eivar axoloubia

ouuNaydy UroTuUVoAnv Tou P.X. X , eEETAoTE Katd Moo 01 UNdXapol 1o _J{IU Y .,m=12,.., Ku ,U]’a elvar
=] =]

naviowe oupnayeig (avanapadsiypara pe manprn amoddynon § anobeifeg).

@ipa 59 A) Anobeifts 6Tl 1) aviioTpogn eixéva péow ouvexols ouvapmong Kabe Gy av. F, ) guvbdhou sival
G, (av. F,) civoro. B} AnobBeifre 611 1o opownopgpo dpo axoloubiag TUVEXGV OUVAPTHOEMY Eival ouvextis
ouvapmen. T) Eow X pX. xar f, : X = R,n=12,..., axohoubia cuvexav ouvaptioewv ka1 f 1 X — R
oo f, — f opowpoppa ota gupnayr unoouvoda ou & . Anobeifte 6nin £ elvan guvexrig.

8ipa 6°: Eow p, :{0])— R,n=12,. axohoubia noluvavipov xav ¢:(01)— R. Al Av p, — @
opowpoppa, anobeifie 6n n ¢ sival opoldpopea ouvexric km 1 akciouBia (p,) eival wooxsdég. B) Av
p, =2 ¢ wara onuelo, n (p,) eivar @divouca ko1 n ¢ ouvexnis kal gpaypévi, WXUEL 1018 P, ¢
opOlOpCpMa;

IANOYAPIOE 1999

©épa 1°: Eow (X,p) p.x. Na anobeifete ét ta b eivar wobluvapa: i) p~ps (dnov ps i Braxpre petpua)) i)
Kafe auykhivouoa axoloufia grov X eivail weiud orabepy). iii) X'=@iv} xaée apidpnopo vneodvoho touv X
eival kKAeword.

®ipa 2°; i) Aeifre Oom kaBe wopetpia eni perafd pox. eival opowpopplopds. loxiel to aviiotpopo, ii)

AilSoviar Buo 1oopetpikol [avriotowa opowpopgpol) px. X xar Y, Av o £vag elval mAnpeng eival xai o

aiiog; i) Amobeifte ot kaBe haxpitds [1.x. eival minpng.

©tpa 3°: i) Anobeifte 6t 1o oUvoke oV pruev Bev etvon Gs oo . i) Eoww X n.x. Sevnepng katnyopiag xat

f:X— ouvexns éxo GotE yia xaBe VE avowud (V48 o nepropopég d bev elvar otaBepr; ouvaprnon.
¥

Tére ta {(X) eivar vniepapBurnopo.

@ipa 4°: Eow (X,p) xat (Y,d) p.x. xai £X=Y. i) Av n { eivar ouvexnig ka1 o F& oupnayés (avriotoxa
minpeg) efetdote 1o unocUvodo f{F) Tou Y ¢ mpog TV cupndyela Kol v mAnpdoya. i) Av VA woxuEel

A (,—4] = m , anodeifte mArpeg sival ouvexns.

@tpa 5°: Aarundote to Gedpnpa Stone-Weierstrass, Anobeife minpos on av X elvan oupnayng px., e
KaBe Khewow) unodiyePpa ou  (X) eivar ouvBeopog.

©fpa 6°: AQOTE TOV OpPIOPO G OKOYEVEIQS vV *- PeTpholpev ouvelwy, Beaplviag ywaotd oty elval
akyefpa anobeifie 6mi )  cival o-AAyefpa ko 6T 0 MEPIOPIOPOG TOU  * oy Eivar MANPES NETPO.
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©épa 1°: Eow (X,p} B, Ac¢ X png kevo xat @ X2 R pe qﬁ(x}= d(x,A) yia xabe xeX i
Anpbeifte MAfpog 6Tl N @ £ivon CUVEXT|S CUVAPTNGT KAl OTL WOXUEL A= w“'({ﬂ}) ii} xpnomponousviag 1o (i),
Beife om 10 A eival KAeioTo Kat G, ovvodo.

®ipa 2 Eow X xat ¥ px, f: X2 Y ocuwvedag ket D¢ X muxvd. Efetacte xard noco woxiel

waBiva ané Toug Mapaxats wxupopous: i) Av n % elval opowpoppa cuvexng, WE xa1 n F giva

opowpopea ouvextg ii) Av % civar gpaypévn, o kavn & slvar gpaypévn. iii) Av n % eivar 1-1,
wiekain F eivar 1-1.
©épa 3°: Anobeife nAnpag ot i) Kabe axolovbiaxd oupnayng {.X. eival odxd gpaypévoes. ii) H khewom)

Brxn ohkd @paypévou unoouvohou JLx. #ival oAlKd @paypévo ouvoio Kat iii) ro kaptemavd ywopevo Hlo
axchoufard cupnmayoy J.x. eival akchouBioxd cCuPNayns p.x.

Oipa 4¢: i) Eoww B{Eﬂ,l]] ={f :[U,l] - R, f opaypévn) xa o{f,g)= Su;}{f(x]- g[x] 1xe [D,l]], yia Kabe

f.g EE([U,]]] . Anobeife om o p.x. (B([ﬂﬂ]},p} givar mAfprg. i) Auundore o Scopnpa Cantor mou

xapaktnpifzl tove mAfpeEg P.X. xpnowpenowvias 1o Gedpnpa autd ancbeife on Evag uNoOxwpog MATpoUS
., gival mhhpng av kal pave av efval kKheiotag.

@¢pa 5°: Eoma (X, p:l p.x. anofeifee on: i) Kabe nenepacuévr Evaon apmév unoouvbhaov tou X eival
apald ovvoro. ii) KaBe menepacpévr) Topr avolKIOV KAl Mukvoy urnocuvéiav 1ou X elval mukvd odvoho.

iii) KaBe ouvapmon f: X — R dowre % va givan guvexr|s yia xage A ¢ X apiunoue eival ouvexns.

@ipa 6% Eorw X ouvpnavis px, f,:X—= R, n=12,.. axocloubla cuvexov cuvapriozov xat
f:X =R douw f, = { xatd onpeio anobeifte mifpas 6n n axohoudia (f), ]”EH elval 100ouveEXTlg
f. = f opowpoppa.,
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Otpa 1 Eowe X van b pox war f: X 23 Y ocuvdpmorn. AnoSeifte 601 yia Toug napaxdin 10xUpopong:

i) n [ eival ouvexyg. i) Ta xaew e ¥, o j ({F’}} eivar xkhewond oro X . iii) Te ypapnpa mg [ sivan
rAeiotd oto X ¥, wxvouv: (i) = (ili) e (iii) = (ii). Na sferaorei xata ndoov 10xUoUY Ta Aviopoga.

8ipa 2°: A) Eow 2,0, bvo perpikés ote ovvoro X . Anmobeifte minpes on ta efng eival wobivapa: i} o
£y xa1 g, etvan woblvapues. ii) H ravtonkn ouvapmon f:(}{, 2 } — (X, pz] eival opowpopmopés. i) Ha
xafz axohouBia (x,) oo X xa x, € X wxunx, —23x, < x, —Zx,.

B) Eotna X twhziog p.x. Arnobeifte o i) Kafe apiBufnomo unooivero tou X eival npang katmyopiag. ii)
Av bva Ac¢ X elvan mukvd kG, e 0 X - A sivar npomg kamyepiag. iii) Av o X nepiéxer éva

uroouvedo apifpfopo ruxvo ka1lr,, 1ote ¢ X sivan mpomg karmyopilag,

8ipa 3°: Eoww X xa1 ¥ px xar f: X — V. Anobeie o

A) Avo X elvar oupnayng xat n f ouvexng, e n f sivan opodpopgea ouvexis.

B| Ta e85 eivan wobvvapa: i} H f sivar opordpopga cuvexnig. ii) Ta kdbe axoioubieg {xﬂ) call [;&fﬂ} ooV
X pe pylx,.w,) =0 waep,(f(x,), f(w,)) = 0. i) Na &8 apbufooAc X, o neplopiopos

'% mg f oo A civar opowdpopga ocuvexng.

©fpa 4% A) Adore tov oplOpd TOU CUMNAyoUs ouvblou xai anobeife mifjpws dn xABe cupnayég
UMOIVoAD HETPOU Xapow £ival KASIoTO.

1

B) Ilow anod toug vnoxepous tou R : [ﬂ,l),{ﬂ,W),{— n =I,2,q.} ka1 R —{D}, MEPENOUV KAEIOTA Kl
n

ppaypeva unoovvola o Bev eival oupnayr); (MAfeng amoAoynon)

@épa 5°: Anobeifee om: A) KaBe oupnayng p.x. sival Suaxepioipos. B H ouvexrg ewdva Sraxwpioyaou
1. eiven Siaxwpionpos. T) Te yivopevo 5oo Saxapioipey p.x. eivar Siaxopioipog p.x.

Ofpa 6°: Awrunooe ka1 anobeifie 1o Bedpnpa Dini ka1 Sdote napabeypia nou va Seixver ém 1 undbBeon
povoroviag eival anapaimm.
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Epvoaoic

Enrdvopo: Ovopa: AM.:

'EE xife pin amd g mapokdrte Séku woxfosi, axpfog pio awd Tig téooepig
QMaAVToELG eivar n owot]. Inuewbote pe fva x oto AVTIGTOWO TETpoymviK TNV
axdvmoT) Tov Bewopeize rr.r{cl-:ﬂ:f‘*t. Zg Eeyoprotd yapti eknyfiote (dtvovrag amodeifeg 1y
mvnrepudeiypate) natd evm sivon ) cwoT GRAVINOT) Kt Y1aTi o vAGAOWES TpElC

am;rﬁmstg dev wydouv. I'vwatés npotdoes xa Bewpripeta xpNoLpomowlivTal ywpic
andselEn).

1.’Eote 4 c /R dote xdbe suvpman f: A = /R owvepnic sivar oporbpoppae coveye. Téwe:
To A ebviv cupmeyés.

To A Sev givan ki’ ovéya] KAeloTd,

To A eiven ppeypévo.
To 4 siven wharotd g /R dpn xet’ aviyo gpayuévo,

Oo0o0oad

1. Eotw X =(/R,p), émov p 0 Suxpre] perpnd]. Tlowt awé Ty mapoxdre cuvapmiosg

L, v x <0
e s t £ =4
SUR > X pe flxy)y=x+y, g:X—+/R pe gix) {U‘. av x=0 '

h(x, ¥} = x (omov ov .y, /R xan /R eivar epoSigopvor pe Ty EvideiBue petpuc) sivar auvexgic;

war hi/R? o X ue

0O xepicondng f,g wat A, Qnr, O neg, O nh.

3. Eow (X, ) xan (¥,d) py xat f: X =¥, Howvapmon f eival cuvepig av ko povoy av

O Na wkibe >0 kv x€ X vndpym r> 0 oow §(f(S{x.))) <& (dmov &Sz N
uapetpog tov f{S(x,r)) ).

O Mo ke £ >0 velpya 6 >0 dote d(f(x), f(YD) <& nexdbe x,ye X pe plx,y)<§.

0O  Yrdpye § >0 dote d{f(x}, f(y}<Fyrmwibe x,ye X pe p(x,y) <& noxibe £>0,
O [Mu wdfe ovouctd eivoro 4 oto X o obvole f(4) sival evouetd gto ¥

Ma xdfz aplpfioips mukvd vrogbvelo {x_ tn=12,..} tov /R oyier
H axolouvbia (x,},.~ elver Pacuai.

4.
O
o T govora {x,, tn=12,,..} ¥ {x,, ., n=12..} elvor ewicone mukvd oo /R.
O fx,in=12,..}nP=E (dmov & 0 cHVOAD TV pryTHV)..
0 To oovoho {x, :n = m} elven exlong moxvd oo /R nawéle m=12,.. .
5. Iygnkd pe nig Evvoleg mhrpous, huvpeplopon wat cupmayols p.y. wpbe:
a Kdbe mirpng py. etval Suxyopioog

Kabe oupmanig p.x. elvar Suyepioyog xa mhfpng.
(| Kdbe Suyopiopog Ly, cival ARpTS.

O

Kafe nthipne ko Suayoplowywos p.y, sival gupmayis.



6. Eotw X p.yx Tdre:

O Kade wheiord won ppoypévo vrogivodd Tov efval oupmayes,

O Kabe oo war ohwd ppoypsvo voativold tov sivol oopmeyss.
O Ké&8e ovunayéc vrogivord Tou sival olkd @paypévo.

O KdBe mifjpeg ko ppaypévo vmooivold tov elvon cupmayés.

7. Eoww (X,0) py xen (x,) oxohovlia oo A . Téten (x,) elver Pooun @V Xai LOvov oy

LI s el e e N LMy LR - ——— Sy

o INaxkdbe £ >0 wow x € X vndpyer 1, € /N dote x, € §(x,8) ywxdabe n = n,.
H (x,) ovpdiver o wimowo xe X,

O
a Yadpyet vraxohovbia (x, ) g (x,), n omola coykhivel ge wémow x€ X
m] lim&({x, :m2n})=0. '

B. Ewog py. X sivar moipng av ko udvo av

| Kife oxohovbic oo X &yo vnakohouBie mov oopndiveroto X .

O Kaé&be coyddvouca axoioudie oto X elven Baogud.

o Ka&Be avolovdic oo X Eya foosud vrakolovlic, |

a T xdbe gbivovon axchoubic 4, n=12.., un xevov uvmocuvdAov tou X pe

im&(4,) =0 wyse [ |4, = D.

awm|
9. Eguey X poy.en f, 1 X —» IR-. n=12,.., axchoudin cuveydv cuvapTigewy, 1 orole oupndiver
KOTd omusio oF ma govdpmmon X = (R.H f siven ovveyrc av:

O H axohovbia (f,),.v Eival opowdpopea epaypévn (k. vrdpyer M >0 dote |f,(x)| < M
Takdle xeX v n=12,...%

O H axohovdiz ([}, . Eival wwocuvexns.
(| Kafe f, sivar opodpoppa cuvenis.
O Kaée f, eivan cuviprnon Lipschitz.

10. Bt X py. ket [, : X = /R, n=12,. gbivovoa axohouia cuveydv ouvaprioeay Gote
sup f{x)=1 yu wébe n=12,... xenn inf [, (x) = 0 1o xébe xe X . Tore:
X "

ad Kénow and ng suvapmoey, f, dev eivn opoudpoppa cuvexic.

(] O perpixde yopog X Sev eivan mnpng,

a Yagpys, vnaxohoubia mg (f, ), n onoie cundhives opoiGpopea.

O Yrdpyen éva avouctd wihuppe tov X yopls nerepacpéve vnoxidoppa,

Znueioan: H epyacia avm eiver npoipeniky ko wpénet va emotpagel péypl 27.5.05
ot Ipoppeteic rov Topés Mubnuonxic Avdduone (ypapeio 302). @a Angbei yr’
oyw povo oy ebéraom mg 30.5.05 kel &9’ Goov o Pafpdg Tre eCétaomg auTig Eivan
HIKpOTEPOS Bd atd g epyasiag (20% epyacia + 80% elétaon mg 30.5 05).



